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ВЛАСТИВОСТІ МАЙЖЕ ЛОКАЛЬНО-НОРМАЛЬНИХГРУП,
У ЯКИХ БУДЬ-ЯКІ ДВІ СИЛОВЬКІ р-ПІДГРУПИ ЛОКАЛЬНО
СПРЯЖЕНІ
Доведено, що у класі майже локально-нормальнихгруп властивість локальної
спряженості будь-яких двох силовських р-підгруп не успадковується нормальними
дільниками скінченного індексу. Досліджуються окремі випадки, в яких дана
властивість успадковується підгрупами скінченного індексу або усіма підгрупами.|
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Доказано, что в классе почти лекально-нормальньмх групп свойство
локальной сопряженности любьх двух  силовеких р-подгрупип не наследуєтся
нормальными делителями конечного индекса. Исследуются отдельные случаи, в
которых данное свойство наследуется подгруппами конечного индекса или всеми
подгруппами.
Ключевыеслова: класс, группа, индекс, подгруппа.
Is proved, that in a class of almost locally normal groups the property locally
conjugation of any two Sylow subgroups is not inherited by normal dividers of a finite
index. The separate cases are explored, in which such property is inherited by subgroupsof a
finite index or by all subgroups.
Key words: class, group, index, subgroup.
У 1976 році автору даної роботи тодішнім науковим керівником
Л.А. Курдаченком запропонована задача дослідження силовських підгруп у
скінчених розширеннях локально-нормальних груп. Ця тематика залишається
актуальною й наразі. Після того, як стало відомо, що не всі силовські підгрупи
майже локально-нормальної групи можуть бути проекційними, а також не
кожні дві навіть проекційні силовські підгрупи є ізоморфними |1|, виявилось
доцільним продовжити дослідження, накладаючи на систему силовських
підгруп майже локально-нормальної групи певні обмеження, властиві для
«базового класу"  локально-нормальних груп. Так, виходячи 3 того, що в
локально-нормальній групі будь-яка силовська підгрупа проекщйна, в [2]
проведено дослідження майже локально-нормальних груп з проекційними
силовськими підгрупами, Було зокрема доведено, що властивість проекційності
силовських підгруп успадковується підгрупами майже локально-нормальної
групи, а також, що клас майже локально-нормальних груп з проекційними
силовськими підгрупами утворює формацію. У (3), виходячи з того, що в
локально-нормальних групах будь-які дві силовські р-підгрупи локально
спряжені, досліджено майже локально-нормальнігрупи з локально спряженими
силовськими р -підгрупами для деякого простого числа р. Проте отриманів
цій роботі критерії не дають відповіді на запитання про успадкованістьцієї





У даній роботі побудовано приклад майже локально-нормально!групи
(приклад 1), будь-які дві силовські 2-підгрупи якої локально спряжені;
водночас, існує такий її нормальний дільник скінченного індексу, в якому
принаймні дві силовські 2-підгрупи не є локально спряженими. Таким чином,
доведено, що в класі майже локально-нормальних груп властивість локальної
спряженості силовських 2-підгруп не успадковується підгрупами, зокрема,
нормальними дільниками скінченного індексу, Звідси слідує, що клас майже
локально-нормальних груп з локально спряженими силовськими 2-підгрупами
не утворює формацію.
Ситуація стає дещо іншою, якщо розглядати окремий підклас майже
локально-нормальних груп, а саме, груп, які є розширеннями локально-
нормальних груп за допомогою скінченних р -груп. Доведено (теорема 1), що
в таких групах властивість локальної спряженості силовських р -підгруп
успадковується всіма підгрупами скінченного індексу. Водночас побудовано
приклад триступенево розв'язної групи з локально спряженими силовськими2-
підгрупами,яка містить нормальний дільник нескінченного індексу, в якому не
будь-які дві силовські 2-підгрупи локально спряжені (приклад 2). Як далі
випливає з теореми 2, у клас! двоступенево розв’язних груп, які є
розширеннями локально-нормальних груп за допомогою скінченних  р-груп,
властивість локальної спряженості силовських р -підгруп успадковується усіма
підгрупами. |
Приклад 1. За допомогою системи комп'ютерноїалгебри САР знайдено
приклад такої! двоступенево розв"язноїгрупи К порядку 486 =2-3°, wo
K=Fal(x)x(y)),
neее ЇМ е 3, для деякої силовської 2--шдгрупи Р множника F виконується
умова би
йкан,ум).
але при цьому для нормального дільника М є КГ (у) аналогічна умова не
виконується, а саме




де І - нескінченна множина, Ё; — 1зоморфн! копй шдгрупи Е, на яких
елементи х, у діють так, як у групі К на множнику ЕК", Як випливає з теореми
4 |З), будь-які дві силовські 2-підгрупи групи С локально спряжені. Разом з
тим,згідно тій же теоремі, у нормальному дільникуіндексу 3
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G= ( x во)
іє!
існують принаймні дві  силовські 2-підгрупи, які є в ньому локально
спряженими.
Зауваження. У групі К силовська 3-підгрупа множника Й інваріантна.
Звідси випливає, що кожна силовська 3-підгрупа групи С містить інваріантну
підгрупу скінченного індексу, а отже силовські 3-підгрупи спряжені в С.
Таким чином, із локальної спряженості силовських р-шдгруп у майже
локально-нормальній групі С" для кожного pex(G) не слідує, що такою ж
властивістю володіють усі нормальні дільники групи С скінченного індексу.
Для дослідження розширень локально-нормальних груп за допомогою
скінченних р-груп будуть потрібними дві леми. Наступна лема встановлює
зв'язок між деякими локально внутрішніми автоморфізмами майже локально-
нормальноїгрупи та її фактор-групи за скінченним нормальним дільником.
Лема1. Нехай група С розкладається у добуток
_  С=ЕВ, (1)
де  Е - інваріантна локально-нормальна підгрупа скінченного індексу, В -
скінченна підгрупа. Нехай, далі, М - скінчений нормальний дільник С. Якщо
Ф -- локально внутрішній автоморфізм фактор-групи С / М, який нормалізуєїї
підгрупу ВМ/М, то існує локально внутрішній автоморфізм ф групи’ С,
. Їндукування якогона фактор-групу С / М збігається з Ф.
Доведення. Нехай М,, іє! - локальна система скінченних підгруп
множника ЕК, інваріантних у групі С. Тоді ММВ, ТЕГ - локальна система
підгруп групи С. Позначимо через А, множину автоморфізмів підгрупи
№,МВ, як! індуковані такими внутрішніми автоморфізмами Г групи С, що
У(МВ) = МВ 1 для будь-якого елемента хе ММВ має місце співвідношення
f(xN)=@(хМ). З умови леми та означення локально внутрішнього
автоморфізму випливає, що множина А, не є порожньою. Нехай A, <Aу при
№ <М,. Якшо 4, «А, і Ф, є А,то проекцією елемента Ф, на множину 4,
означимо як звуження автоморфізму Ф, на підгрупу 4. Так побудована
система множин 4, іє задовольняє умовам теореми Куроша про повну
проекційну множину(4), згідно якій у кожній з множин А; можна так вибрати
по одному автоморфізму Ф,, що будь-які два з цих автоморфізмів Ф,, ©,
- індукуються деяким третім автоморфізмом  Ф,. Тому сукупність цих
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автоморфізмів визначає локально внутрішній автоморфізм Ф групи С, який
задовольняє твердженню леми. Лему доведено.
Доведена лема дозволяє дати критерій локальної спряженост!
силовських р -підгруп майже локально-нормальноїгрупи через її фактор-групу
за скінченним нормальним дільником.
Лема 2. У майже локально-нормальній групі С будь-які дві силовські
we .
р-підгрупи локально спряжені тоді Й тільки тоді, коли такою ж властивістю
володіє фактор-група С / К , де К - деякий скінченний нормальнийдільник.
Доведення. Необхідність очевидна. Для доведення достатності
розкладемо групу С у добуток (1) і позначимо через Р й О двіїї довільні
силовські р -підгрупи. Як випливає з умови леми й теореми1 [3], у множнику
ЕКО міститься така підгрупа М «С  аскінченного індексу, що
@((PK/K)A(NK / K)) = ((OK / K)A(NK / K)) для деякого локально
внутрішнього автоморфізму Ф фактор-групи С / №, який нормалізує множник
ВМ / М .Згідно лемі 1 у групі С існує локально внутрішній автоморфізм Ф, що
Ф(РОМ)= ОК. Добуток ОК є скінченним розширенням р-групи, тому в
ньому всі силовські р -підгрупи спряжені. Послідовне виконання автоморфізму
Ф та внутрішнього автоморфізму, що переводить Ф(РАМ) B QOON -
локально-внутрішній автоморфізм, який переводить PAN в ОС. Таким
чином, перетини РОМ та Ого М локально спряжені в С. Згідно твердженню
І роботи 3 підгрупи Р й О також. локальноспряжені в С. Лему доведено.
Наслідок 1. У майже локально-нормальній групі С будь-які дві
силовські р-підгрупи локально спряжені тоді й тільки тоді, коли такою ж
властивістю володіє її фактор-група, за будь-яким  скінченним нормальним
дільником.
Теорема 1. Якщо в групі, яка є розширенням локально-нормальноїгрупи
за допомогою скінченної р -групи, будь-якідві силовські гр -підгрупи локально
спряжені, то такою жвластивістю володіє будь-яка її підгрупа скінченного
індексу.
Доведення. Нехай С - група, яка задовольняє умовам теореми, Н - її
довільна підгрупа  скінченнного індексу. Тоді група С задовольняє
співвідношенню(1), в якому скінченний множник В - р-група, а для підгрупи
Н має місце співвідношення
H=(FOH)B, (2)
при цьому можна вважати; що В, <В.
Припустимо спочатку, що перетин FOB одиничний. Зидно
зауваженню до теореми 2 [3] у множнику Г існує така підгрупа М
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скінченного індексу, що всі силовські р-підгрупи кожного скінченного
нормального дільника К «М, К 4М спряжені в К за допомогою елементів,
які нормалізують множник В. Із припущення Кп В -1 випливає, що ці
елементи централізують множник В . Позначимо С є С, (8) . Тоді
с«(сонур, (3)
де Д - деяка скінченна підгрупа. Покажемо, що будь-який нормальний дільник
М, групи С, який міститься у перетині НОМAC; (D) задовольняе умов!
теореми 2 роботи 3. Справді, розглянемо будь-який нормальний дільник К,
підгрупи Н, який міститься в М, і дві його довільні силовські р- підгрупи В,
О,. Позначимо через К який-небудь скінчений нормальний дільник групи С,
який міститься в М, та містить К|, а через Р, QO - силовські р-підгрупи К,
що містять відповідно Р та 0. Нехай сє С такий елемент, що c'Pc=Q.
Згідно  факторизацй (3) с=йа4, де йєСоН, ає 0. Оскільки
ресн(м)«с,(К), то К'РЕ«О, а отже A'PA=Q,, крім того
пеСу (В) «С, (В,). Таким чином,згідно теоремі2 |З) у підгрупі Н будь-які
дві силовські р -підгрупи локально спряжені.
Припустимо тепер, що Кп В є І. Позначимо через 5 інваріантну в С
скінченну підгрупу множника РЁ, що містить перетин / OB. За доведеним у
попередньомуабзаці всі силовські р-підгрупи фактор-групи
Н5/50 HI(HOS)
локально спряжені. Згідно лемі 2 такою ж властивістю володіє група Н.
Теоремудоведено.
Наступний приклад показує, що умова скінченності індексу в теоремі| €
істотною.
Приклад 2. За допомогою системи комп'ютерної алгебри САР знайдено
приклад такої триступенево розв'язної групи К порядку 576, що
K = FA((x)x(y)),
де |x| =2, | =3, для деякої силовської 2-підгрупи Р  триступенево
розв'язного множника ЕК виконується умова
К з Мк (Р)-Мк (у)ж (х)),




W # Ny (P)-Ny ((x)).
С = (х Н, Jal(x)}
іє
Позначимо
де J — нескінченна множина, H, = F,f (лу - ізоморфні копії підгрупи
H=Ff (у), на яких елемент х діє так, як у групі К на Н. Як випливає з
теореми 4 (3), будь-які дві силовські 2-підгрупи групи С локально спряжені.
Разом з тим, згідно тій же теоремі, в нормальному  дільнику нескінченго
індексу
сЗ(хЕКО)
існують дві силовські 2-підгрупи,які не є у ньому локально спряженими.
У зв'язку з тим, що у прикладі 2 група С та її локально-нормальна
підгрупа скінченного індексу є триступенево розв'язними, природно дослідити
групи виду (1), в яких множник Й являє собою двоступенево розв'язну
підгрупу.
Наступна лема визначає щеодин клас майже локально-нормальнихгруп,
будь-які дві проекційні силовські р-підгрупи яких локально спряжені. Два
класи груп такого роду виділеноoy [5].
Лема 3. У групі, яка ерозширенням двоступенево розв'язної локально-
нормальної групи за допомогоюскінченної р-групи, будь-які дві проекційні
силовські р -пігрупи локально спряжені.
Доведення. Розглянемо групу С виду (1), при цьому множник Б 2-
ступенево розв'язний, а множник В є р-групою. Позначимо через Р.й О дві
проекційні силовські р-підгрупи групи С. За наслідком 4 роботи || не
порушуючизагальності можна вважати, що підгрупи Р й О містять множник
В.Нехай М - скінчена інваріантна в С підгрупа множника А’, К — силовська
р-підгрупа М. З того, що підгрупа М двоступенево розв'язна слідує, що
добуток K = К.О„(М) є характеристичною підгрупою М, а отже міститьусі
-
її силовські р-підгрупи. Згідно лемі, доведеній у |5|, перетини РК й
Ос К, що нормалізуються множником В, спряжені за допомогою елемента,
який централізує множник В. За теоремою | |3| підгрупи Р й О локально
спряженіу групі С’. Лему доведено.
Теорема 2. Якщо в групі, яка є розширенням двоступенево розв'язної
локально-нормальної групи за допомогою скінченної р-групи, будь-які дві




Доведення. З локальної спряженості силовських р-підгруп у групі
випливає, що всі її силовські р -підгрупи проекційні. За теоремою 3 роботи 2
проекційними є усі силовські підгрупи в довільній підгрупі . Тоді за лемою 3
будь-які дві з них локально спряженіу підгрупі. Теорему доведено.
Наслідок 2. Клас розширень двоступенево розв'язних локально-
нормальних груп за допомогою скінченних р-груп з локально спряженими
силовськими р -підгрупами утворює формацію.
Приклад 1 показує: вимога в теоремі2 та наслідку 2, яка полягає в тому,
що група є розширенням двоступенево розв'язної локально-нормальної групи
за допомогою саме р -групи є істотною.
Приклад 1 анонсовано у матеріалах Українського математичного
конгресу 2009р.(6).
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